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Anexo 1

USO DE LA DIFERENCIAL PARA CALCULAR EL

AREA DE LA SUPERFICIE DE UN CIRCULO

En el capitulo 2 se explica la definicion de Fréchet sobre la diferencial y sus
caracteristicas mas importantes. En este anexo se muestra esta nueva concepcion y
algunas de sus caracteristicas en la resolucion de un problema habitual en la
asignatura de Matematicas para la ensefianza del Célculo diferencial, como es obtener

la expresién para el area de la superficie del circulo de radio R.

En la primera parte se hara la deduccién a partir de la diferencial respecto del
radio, y en la segunda respecto de una variable asociada a uno de los diametros,
mostrando asi que las expresiones diferenciales pueden ser distintas -por tratarse de

variables distintas- aunque el resultado final es el mismo.

1.1. Calculo del area a partir de la diferencial respecto del radio

Es evidente que el area buscada (A) depende del radio del circulo (R), y por tanto
buscamos una expresion del tipo: A=f(R). Deducir esa expresion, teniendo en cuenta
la condicion de contorno: A(0)=0, equivale a averiguar cuanto cambia el area (AA)
cuando se produce un cambio en el radio desde R, hasta Ry+AR, correspondiente a la
corona circular que se muestra en la Figura Anl.l, sea cual sea Ry y AR. (siempre que:

Ro+ AR <R)






Para ello, como punto de partida mas simple, buscamos una relacién que refleje
un comportamiento lineal: AA=g(Ry)- AR. Si este fuese el comportamiento real, el
problema se acabaria al obtener g(Rp); sin embargo, la simple observacién de la
corona nos muestra que el doble de grosor no supone el doble de area, confirmando
asi un comportamiento no lineal. De esta forma, la relacién lineal sera una estimacion,
a partir de la cual y mediante el uso del Calculo diferencial podremos llegar a la

relacion buscada.

Podemos hacer una primera estimacion identificando esa corona con un rectangulo
de altura AR y de base la longitud de la circunferencia interior (28Ry): AAssi=28Ry- AR
Conviene advertir que esta estimacion no coincide nunca con el valor real (AA), por

muy pequefio que sea el valor de AR.

La expresion adelantada es lineal respecto al AR, y por tanto podria corresponder
a la diferencial del area en Rg, algo que postulamos a modo de hipdtesis, reflejada en
la expresion': dA=28R,- dR Como el valor de R, puede ser cualquiera, podemos
considerarlo como variable: R, de tal forma que la diferencial se convierte en una

funciéon de dos variables: dA(R,dR), sin limitacidon alguna para los valores de Ry dR.

1 Hemos escrito, por simetria en la expresion, dR en lugar de AR. Es evidente que, respecto
de la variable R, son iguales ambas magnitudes, debido a que la funcién identidad si es lineal.



¢Cbmo podemos saber que nuestra hipoétesis es correcta? Es decir, ¢cémo
podemos saber que esa expresion corresponde, efectivamente, a la diferencial del
area de la superficie del circulo? Como cualquier hipétesis, el procedimiento de
verificacion consiste en deducir alguna consecuencia directamente contrastable. Al
tratarse de un comportamiento imaginario, no podemos contrastar directamente la
hipoétesis, pero si podemos contrastar el resultado global al que conduce a través de la

integral correspondiente (ver cap. 2, p. 75).

Antes de ello, en este caso podemos usar también otro procedimiento de
verificacion a priori (ver cap. 2, pp. 77-78). La expresion obtenida: 20R- dR es lineal
respecto al AR, y ademas verifica: 28R- dR < AA < 28(R+dR)- dR, para todo Ry dR.
Como la funcién: 2& es continua, entonces A es diferenciable y su diferencial, con

toda seguridad, es la que hemos adelantado.

La funcion diferencial nos ha permitido hacer una primera estimacion del A A, de
forma que: AA = dA + &, siendo en este caso: &>0. Podemos mejorar la estimacion si
tenemos en cuenta que & se acerca mas a cero-aunque nunca lo alcanza- cuanto mas
pequefio es R. Para ello, dividimos el AR en N trozos y sumamos la estimacion del
area correspondiente a cada trozo, cuyo valor sera: dAi=20R;- dR;, resultando entonces
para el area buscada:

AA = g_AA = g_dAi + 5 & = gdAi + (error total)
i=1 i=1 i=1 i=1

Ese error total se acercard mas a cero -aunque nunca lo alcanzarad- cuanto mayor
sea el nimero N de divisiones, es decir, cuanto menor sea el tamafio (AR) de cada
una. El limite cuando N tiende a infinito, o cuando AR; tiende a cero, serd el minimo
valor del error total; en concreto, ese limite serd cero -aunque no lo sea ninguno de

los términos de la serie- si se cumple:

i 2 = fi ea E,j — fi ,\AAI B d’All','I = "o
fmNal = imoetn = moee—t = 0L



Podemos afirmar entonces que se obtiene un resultado exacto mediante el céalculo
de este limite -es decir, mediante la integral de Riemann- si y sélo si el cociente
diferencial: dA/dR coincide con la derivada, es decir, si: A'=20R Esta condicién
constituye la base de nuestra hipotesis al suponer que la estimacidon realizada es la

diferencial. Por tanto:
lim g_dAi = (‘526R xdR = AA = AR) - AO), siysolosi: A'(R) =28R

Aplicando reglas de antiderivacion, resulta: A(R) = 8R* + C, y teniendo en cuenta

la condicién de contorno: A(0)=0, entonces: A(R) = 8R?

Este resultado exacto sigue siendo tan hipotético como la expresion diferencial de
la cual se ha derivado, pero ahora ya es directamente contrastable; su confirmacion es
la que nos garantiza en todos los casos que la expresion diferencial elegida no sdlo
cumple los requisitos formales sino que ademas es, entre las muchas posibles, la

correcta. No obstante, en este caso particular, ya habiamos demostrado a priori (p.

393) que se trataba de la expresién diferencial correcta.

1.2. Calculo del area a partir de la diferencial respecto de una variable

asociada a un diametro tomado como eje

Toda funcién continua del tipo y=f(x), definida en un intervalo [a,b] da lugar a

una superficie limitada por la curva de esa funcion, el eje X, y las rectas x=a, x=b (ver

Gréafico Anl.l1). Como caso particular, la funcién: y =+/R? - x? definida en el intervalo

[-R, R], da lugar al semicirculo limitado por la semicircunferencia (ver Grafico Anl.l1l).
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Aplicaremos la diferencial de Fréchet para calcular el area de la superficie limitada

por una curva cualquiera, y lo concretaremos en el caso particular del area del

semicirculo.

La funcion A(X) indica el area de la superficie limitada por la curva desde a hasta
X, de forma que el area entre a y b vendra dada por A(b) [en el caso particular de la
semicircunferencia, A(x) sera el area limitada por la semicircunferencia desde -R hasta
x]. Si conseguimos averiguar cual es el AA cuando se produce un cambio de variable
desde xo hasta xg + Ax, (V Xo, AxX) entonces podremos obtener la funcion A(X),

teniendo en cuenta la condicion de contorno: A(a)=0 [en particular: A(-R)=0].

El problema consiste entonces en obtener una expresion para calcular el area de la
superficie rayada (¢ xg, AX) que se muestra en los dos graficos siguientes (Grafico

Anl.11l para el caso general, Grafico Anl.1V para el caso particular del semicirculo).
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Como punto de partida, buscamos una relacion que refleje un comportamiento
lineal: AA=g(xp)- Ax Dado que el doble de grosor (Ax) del area rayada no supone el
doble de area ( A), a no ser que se trate de una funcion constante, este
comportamiento es s6lo una estimacién, a partir de la cual y mediante el uso del

Calculo diferencial podremos llegar a la relacién buscada.

Podemos hacer una primera estimacion identificando A A con el area de un

rectangulo de base A x y de altura y(Xo): AA=Yy(X)- Ax (en particular:



AA,, =|R? - x2 xAx) Dicha estimacién no coincide nunca con el valor real (AA), por

muy pequefio que sea el valor de Ax, y es lineal respecto al Ax. 2

Debido a su caracter lineal, dicha estimacion podria ser la diferencial del area en

Xo, algo que postulamos a modo de hipdtesis, reflejada en la expresion:
dA=y(x)- dx (dx=Ax) [en particular: dA = R? - x? xdx ] Como el valor de x, puede

ser cualquiera, ppdemos considerarlo como variable: x, de tal forma que la diferencial
se convierte en una funcién de dos variables: dA(x,dx), sin limitacién alguna para los

valores de x y dx.

Como es un comportamiento imaginario, no podemos contrastar directamente la
hipotesis, pero si el resultado global al que conduce a través de la integral
correspondiente (ver cap. 2, p. 75). Antes de ello, en este caso podemos usar tambié n
otro procedimiento de verificacion a priori (ver cap. 2, p. 78). Es facil apreciar en la
figura Anl.l11 que el error cometido (area rayada), en valor absoluto: |AA - dA| es
menor que el area del rectangulo de lados Ay, Ax, sea cual sea la funcién continua

y(x). Es decir: 0 £ |AA-dA £ AxAy

— Et»

AX

Si dividimos el area de ese rectangulo por Ax, y calculamos el limite:

AA - dA .
0 £ IimI..—[ < Jim Ay

Ax® 0 AX Ax®0

2 La eleccion del rectangulo como forma geométrica para realizar la estimaciéon no es
arbitraria. Si se hubiese aproximado, por ejemplo, el AA al area de un trapecio de bases y(xp),
y(Xo+AX), la expresion resultante [Y2A- (y(Xo)+y(Xo+Ax)] no hubiera sido lineal respecto al Ax.



Al tratarse de una funcién continua, el U Iltimo miembro de esa inecacién es cero.

Por tanto, puede asegurarse que la hipo6tesis es cierta: dA=y(x)- dx, es decir, que

verdaderamente se trata de la expresion diferencial.

De esta forma, para el caso particular de la diferencial del area del circulo hemos

demostrado la validez de dos expresiones diferenciales: dA=206R- dR,
dA = yR? - x2 xdx Este resultado podria llevar a pensar que la diferencial no es U nica,

pero no puede obtenerse esa conclusidon ya que se trata de diferenciales respecto de
dos variables distintas: dA(R.dR), dA(x,dx). Si se intenta hacer otra estimacion del
area respecto de la variable x, por ejemplo aproximando ese area por trapecios, el
resultado no es lineal respecto al Ax (ver nota a pie de pagina n° 33), pero si se hace
un desarrollo de la expresidon obtenida se comprueba que el té rmino lineal es
precisamente la expresion diferencial respecto a la variable x que ya hemos
adelantado haciendo la aproximacion mediante rectangulos. Debe quedar fuera de

toda duda el caracter U nico de la presion diferencial.

Nos proponemos ahora deducir el resultado exacto al que puede conducir la
estimacion realizada. Podemos acercarnos mas al resultado buscado (AA) si dividimos
el intervalo Ax en N subintervalos y sumamos la estimacion del area correspondiente a

cada trozo que nos proporciona la estimacion diferencial (AA = dA + &):

g_dAi + gé,- = g_dA + (errortotal)
i=1

i=1 =1

AA = A A

Ese error total se acercard mas a cero -aunque nunca lo alcanzara- cuanto mayor
sea el ni meroN de subintervalos, es decir, cuanto menor sea el tamafno (Ax) de cada
uno de ellos. El limite cuando N tiende a infinito, o cuando Ax; tiende a cero, sera el
minimo valor del error total; en concreto, ese limite sera cero -aunque no lo sea

ninguno de los té rminos de la serie- si se cumple:
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Podemos afirmar entonces que se obtiene el resultado exacto mediante el calculo
de este limite, es decir, mediante la integral de Riemann, si y so6lo si el cociente
diferencial: dA/dx coincide con la derivada, es decir, si: A=y(x). Esta condicién
constituye la base de nuestra hipotesis al suponer que la estimacidon realizada es la
diferencial. Por tanto:

S & R . . .
Ligl Ia:_ldA = @6R xdR = AA = AR) - AO), siysolosi: A(R)=206R

En el caso particular en que la curva en cuestidn sea una circunferencia, y por

tanto la superficie sea un semicirculo, entonces debemos aplicar reglas de
antiderivacion para que: Agx) =+R?- x> Después de un cambio de variable: x=R

R? @, sen 240

sena (ver grafico Anl.V), el resultado es: A(d) = —¢a+—
2 ¢ 2 g

La condiciobn de contorno conocida: A(-R)=0 nos permite fijar el valor de esa
constante, pues si: x=R entonces: 4=-98/2, de forma que para que: A(-8/2)=0, debe

ser: C=8R%/4

El area de una porcion del semicirculo determinada por el angulo a (= arcsen x/R),

vendra dada entonces por la siguiente expresion:



R? & sen 24§ . OR?

A(a = —¢a+
@ 2 g 2 4 4
El area del semicirculo completo sera: A(R) = A(8/2) = 8R?/2. Para todo el

circulo: A=8R?

Aunque ya habiamos demostrado a priori que la expresion diferencial elegida era
la correcta, y que por tanto nos debia conducir al resultado exacto y real mediante la

integral correspondiente, la comprobacién experimental de este resultado corroborara

su validez y, por tanto, la de la expresion diferencial.



Anexo 2

UNA RESPUESTA A LA PARADOJA DEL CALCULO
DEL VOLUMEN Y EL AREA DE LA SUPERFICIE DE

UNA ESFERA

Como ya se ha explicado en los dos primeros capitulos, la identificacion de la
diferencial con las cantidades infinitesimales no es una garantia suficiente para que la
integral correspondiente proporcione un resultado global o macroscépico exacto, de
forma que el error total cometido sea cero. Al contrario, todas las aproximaciones
posibles mediante cantidades infinitesimales -todas, menos una- conducen a un
resultado global donde el error total no es cero. Este comportamiento puede dar lugar
a numerosas paradojas, algunas de ellas puestas de manifiesto a lo largo de la

historia, como por ejemplo la descrita por Torricelli en “Campo di tartufi” (citado por

Schneider, 1991).

Estos posibles resultados paradéjicos usando el Calculo diferencial son evitados de
forma sistematica en la ensefianza habitual del Célculo, pues se parte siempre de la
expresion diferencial acertada, entre las muchas que se ajustan a la definiciébn de
cantidad infinitesimal. No se dan razones para escoger precisamente esa expresion, y
Si acaso se recurre a supuestos argumentos experimentales; sin embargo, hemos
mostrado ya que la hipotesis diferencial no es contrastable directamente, sino el
resultado al que conduce. Este uso del Calculo diferencial es coherente, por otra parte,

con un planteamiento mas general de la ensefianza, basado en un aprendizaje



repetitivo y aproblematico, interesado mas en la reproduccion de respuestas que en la

discusion y el desarrollo de la capacidad para enfrentarse con situaciones novedosas.

En la segunda parte del Anexo 1 hemos demostrado que la expresion diferencial
del 4rea de la superficie limitada por la curva de una funcién y(x) es: dA=y(x)- dx, y
estamos seguros de su veracidad tanto por una demostracién a priori como por la
validez de los resultados a los que conduce. Sin embargo, en la ensefianza habitual
del Calculo, en concreto en la resolucidon de este tipo de problemas geométricos, rara
vez se discute la validez de la expresidon diferencial sino que se acepta como punto de
partida como si no hubiese otro posible, o como si cualquier otra expresion, con tal de
ser muy pequefia, condujese al mismo resultado. Se deposita asi todo el pso de la
prueba en el supuesto rigor del tratamiento diferencial que se hace después:

construccién de la integral, calculo de antiderivadas...

Como muestra de esta actitud en el uso del Calculo diferencial, Artigue y Viennot
(1987) describen una cuestion que han pasado a once estudiantes universitarios
implicados en un curso especifico sobre el Calculo diferencial, y presentan los
resultados obtenidos. En el Cuadro An2.l1 se presenta el enunciado y la pregunta literal

de esa cuestion.



Cuadro An2.1. Cuestiéon original sobre un resultado paradéjico para el area de la

superficie de una esfera (Artigue y Viennot, 1987)

Para calcular el volumen de una esfera de radio R, podemos descomponerla en rodajas

elementales paralelas a un plano de simetria de la esfera (por ejemplo el plano XOY, como en el

dibujo) y espesor dz.

Se asimila entonces el volumen dV de una pequefia rodaja a la alturaz con el de un cilindro del

mismo espesor dz que tiene por seccion recta una de las caras planas de la rodaja de la esfera

considerada: dv =8r’dz =8 (R2 - zz)dz

+R
Por tanto, el volumen total es: V = (‘) 6(R2 - zz)dz =%6R3
“R

Si utilizamos el mismo método (que consiste en asimilar rodaja de esfera y cilindro) para

calcular la superficie de la esfera, se obtiene, para el area lateral de una rodaja elemental a la

alturaz: dS =28rdz =28+4R*- 2% dz

\+R \a by by
por tanto para el area total: S =29 o} R%2- z2dz =28 R? Q sen?é dé = 82R?

¢Puede explicar porqué el mismo método conduce, en el primer caso a un resultado

correcto y en el segundo caso a un resultado falso?




Las autoras indican que s6lo un estudiante dio una respuesta que ponia en
cuestion la expresion diferencial de partida. Por nuestra parte, hemos pasado esa
misma cuestién a muchos profesores de secundaria que han asistido a nuestro curso
sobre la introduccién y uso de la diferencial, y podemos corroborar la sorpresa de la
mayoria de ellos después de comprobar que los limites de la integral eran correctos,
que el calculo de primitivas era también correcto, que las operaciones realizadas no
tenian error... Incapaces de dar la explicacion solicitada por la pregunta, incapaces de
hacer una critica de la soluciéon propuesta, sélo llegaban a presentar un desarrollo

alternativo que concluyese en el resultado correcto.

Cuando hemos pasado esta cuestion, solo pretendiamos averiguar cuantos
seflalaban a la expresion diferencial como un eslabén débil del razonamiento, como
una posible fuente de error, apoyandose en el resultado incorrecto al que conduce. Si
embargo, como la diferencial utilizada cumple bs supuestos requisitos que se le debe
exigir a toda diferencial -tratarse de cantidades muy pequefias-, practicamente ningdn

profesor llega a sefalarla como la causa del error cometido.

Pero no es preciso apoyarse uUnicamente en lo incorrecto del resultado obtenido
para falsar la expresion diferencial planteada. Como ya hemos explicado en el capitulo
2 (pp. 77-78) -y se ha ejemplificado en cada apartado del Anexo 1-, a veces pueden
hacerse demostraciones a priori sobre la validez o falsedad de la expresion diferencial.
En concreto, podemos demostrar que la supuesta expresion diferencial es incorrecta si
encontramos una magnitud (AM) que verifique: AM |AA-dA|, V z, Az (o al menos
cuando Az tiende a cero), y ademas se demuestra que AM/Az no tiende a cero cuando

Az tiende a cero.

Para llevar a cabo la demostracion utilizaremos tres cuerpos geomeétricos de la

misma altura (dz):

- el trozo de esfera, de area lateral: AA
- un tronco de cono, de area lateral: A¢

- un cilindro, de area lateral: A.



En la Figura An2.1 se representan los tres cuerpos.
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La hipdtesis que vamos a intentar falsar afirma que A; es precisamente

dA, es decir, que: lim AR A =0, " z

Aeo Az

En los tres casos se cumple: L =+/R?- z2 , L, =4R?%- (z + Az)

Al coincidir las bases, es evidente que: AA > A.. Si demostramos que: A; > A; -al
menos cuando dz tiende a cero y para algunos valores de z-, entonces en esos casos
podemos establecer la siguiente relacion de orden: AA > A, > A. En tales casos se
cumpliréa:

im 2A- A im A A
Az® 0 Az Azeo Az
Si demostramos que el ssgundo miembro de esta inecuacién no es siempre cero,

con mayor razéon quedarda demostrado que el primer miembro tampoco es siempre

cero, falsando asi la hipétesis diferencial de partida.



Para demostrar que, en ocasiones, A; > A, partimos de la expresiéon general del

area lateral del tronco de cono:

A =8 XL, +L,)xgeneratriz = & x{L, + L2)><1/(L1 - LF +(Az)?

Haciendo un desarrollo en serie en torno a Az=0, y despreciando términos de

orden superior a Az, obtenemos:

g Az u B
A= 3L L)AL - L) SRl L) 0 Az e =
é \/Li L )ZG(AZ:O)
- sdgoe) v i)

Teniendo en cuenta que el area lateral del cilindro es: 2&.,- Az, se cumplira: A >
A. siempre que: Li2-L,%2 > 2,- Az. Si consideramos ahora que tanto el cilindro como el
tronco de cono se han construido a partir del trozo de esfera, y por tanto los valores
de L; y L, no son cualesquiera sino los que se han indicado mas arriba, entonces esa

condicién se transforma en:

z?>R?°-2> O P A >A  (siempre: Az® 0)

R
>_
V2
Esta condicion es cumplida por muchos puntos: z € [0, R], y para todos ellos:
AA>A>A., al menos cuando Az tiende a cero. En esas condiciones, y para esos

puntos:

im A A -y 322xAz - 20VR"- 27 xhe =28 - R? - 272

Az®0 Az Az®0 Az

En todos los puntos mencionados, ese resultado es distinto de cero y, por tanto,

con mayor razén, en todos esos puntos se cumplira:

lim A 0 , al menos para:

An , R
Aze0 Az ) NA



Queda falsada asi la hipoétesis: dA = A;, razdén por la cual el resultado

obtenido sumando A; no coincide con el valor real del area de la superficie de

la esfera.



Anexo 3

PROBLEMAS DE FISICA RESUELTOS PARA
ILUSTRAR EL USO DE LA NUEVA CONCEPCION DE
LA DIFERENCIAL Y DE LA ESTRATEGIA GLOBAL

DEL CALCULO

En el capitulo 2 se ha mostrado una nueva concepcidon de la diferencial y su
relacion con los conceptos de derivada e integral, lo que nos ha permitido identificar
un conjunto de indicadores de lo que constituye una adecuada comprension del uso de
la diferencial en la Fisica. En los Anexos 1y 2 se ha usado esta concepcion de la
diferencial para hacer calculos de areas y voliumenes de cuerpos geométricos. En este
Anexo pretendemos aplicar la nueva concepcién para resolver problemas de Fisica,
con la intencidon de mostrar las ideas principales en las que se basa y, sobre todo, su
potencialidad para hacer uso del estrategia del Calculo con una verdadera
comprensién de lo que se hace y por qué se hace, contribuyendo a clarificar el
contenido fisico de los mismos. Debe advertirse, no obstante, que la resolucién que se
presenta no pretende constituir una propuesta didactica concreta; de este problema

nos ocupamos en la segunda parte de nuestro trabajo.

Hemos seleccionado tres problemas, del mismo tipo de los que aparecen en

cualquier libro de Fisica General:

P1: Calculo de la intensidad del campo eléctrico creado por un filamento

uniformemente cargado



P2: Calculo del flujo magnético que atraviesa una espira rectangular, debido

al campo creado por una corriente rectilinea

P3: Calculo de la temperatura de un cuerpo que se esta enfriando

P1: Dado un filamento recto de longitud L, cargado con una densidad
uniforme de carga A&, determinar la intensidad del campo eléctrico
creado por el filamento en un punto P situado sobre el mismo eje del

filamento a una distancia D de uno de sus extremos.

Teniendo en cuenta la simetria del problema, la intensidad del campo eléctrico en
el punto P tendrd la misma direccion que el filamento, y su sentido quedara
determinado por el signo de la carga. Por tanto, el problema se reduce a averiguar el

modulo de la intensidad: E.

Existe un conjunto de magnitudes fisicas independientes que influyen en el valor
de la intensidad del campo eléctrico en ese punto: la densidad lineal de carga (&), la
longitud del hilo (L), la distancia entre el punto y el extremo del hilo (D), la constante
eléctrica del medio (K)... Es decir, nuestro objetivo es obtener una expresion funcional

del tipo: E=f(&, L, D, K...).

Para reducir el problema al caso de una sola variable, considerando constantes las
demas magnitudes, existen cuatro posibilidades para iniciar el estudio: E=f(1), E=f(L),
E=f(D), E=f(K). Cualquiera de ellas conducira a una expresion global en la que cabe
esperar que aparezcan las cuatro magnitudes. Para cada caso, se conoce ademas una
condicién de contorno: E=0 cuando A=0, E=0 cuando L=0, E=0 cuando D= , E=0

cuando K=0.



Segun cual sea la variable elegida, se trata de averiguar cuanto cambia E cuando

se produce...
- ... un cambio de densidad lineal desde &, hasta &;+Aé&
- ... un cambio de longitud desde L; hasta L;+AL (ver fig. An3.11)
- ... un cambio de distancia desde D; hasta D;+AD (ver fig. An3.111)
- ...un cambio de medio desde K; hasta K;+AK
. D
AL - »;
--------------------- . . X
L, 0
Figura An3.11. ;Cual es el AE producido por un AL?
D: AD
+——r <—>
XpP
L 0

Figura An3.111. ;Cudl es el AE producido por un AD?

El punto de partida, en cada caso, sera una relacion que refleje el comportamiento

mas simple, es decir, un comportamiento lineal:

AE = gl(él- Ll, Dl, Kl) Ae
AE = gz(éll Ll! Dll Kl). AL
AE = gs(é1, La, D1, Ky)- AD

AE = g4(éll Ll! Dll Kl) AK

Si alguna de esas relaciones fuese conocida, y ademas fuese lineal, el problema
estaria ya resuelto. En el caso de las variables &€ y K, podria esperarse un
comportamiento lineal, pero no disponemos de argumentos sdlidos para adelantar el
valor de los respectivos coeficientes —en este caso constantes-: g;, g4. En cuanto a las

otras variables, se trata de comportamientos claramente no lineales, y en lugar de



adelantar directamente la expresion correspondiente, se aplicard la estrategia propia

del Calculo diferencial, adquiriendo asi mayores garantias de éxito.

La expresion diferencial correspondiente a cualquiera de las variables (L 6 D) debe
ser avanzada a titulo de hipétesis, y contrastada a través del resultado global al que
conduce. Por ello, el criterio para seleccionar una u otra variable sera aquella cuya
expresion diferencial hipotética encuentre un apoyo mas firme en el andlisis fisico de

la situacion.

En concreto, la relacion: deE=g(é;, L;, Dy, K)- dL expresa cuanto cambiaria E
cuando se incorpora a un hilo de longitud L; un trozo nuevo AL (=dL), suponiendo un
comportamiento lineal. Como el comportamiento real no es lineal, esa expresion
correspondera a un comportamiento imaginario e hipotético, no deducible por tanto
experimentalmente sino a través del conocimiento tedrico y del analisis fisico. Del
mismo modo, la relacion: dE=g(é1, L;, D1, K;)- dD expresa cuanto cambiaria E cuando
aumenta la distancia del punto al extremo del hilo (D) en un valor AD (=dD),

suponiendo un hipotético comportamiento lineal.

No se dispone de argumentos soélidos para adelantar la expresion diferencial
respecto a la variable D, pero si respecto a la variable L. Como afiadir un nuevo trozo
AL supone afiadir una nueva carga: &- AL (ver fig. An3.1V), se puede usar la expresion

ya conocida para el médulo de la intensidad del campo eléctrico creado por un cuerpo

puntual de carga g en un punto situado a una distancia r f;a:E =K x%g, que es
e g

precisamente lineal respecto a la carga.

A



Sustituyendo en esa expresion el valor de la carga @) por la del trozo de hilo

& xAL
X
r

(&- AL), entonces: AE =K

Pero r varia a lo largo de ese trozo desde D+L; hasta D+L;+AL, lo que es un
reflejo del comportamiento no lineal de AE en funcién de AL; si se considera que r
mantiene el valor inicial (=D+L,), se trata de un hipotético comportamiento lineal que
equivale fisicamente a suponer que toda la carga del trozo AL se concentra en el

extremo L, hipdtesis que se expresa mediante la expresion diferencial:

& xAL é xdL
K

R R N CPTN

Se trata de una estimacion, lineal respecto a AL, que depende tanto de L, como de
AL, sin gque exista restriccion alguna para los valores de L; e AL; se postula a modo de
hipétesis que esa estimacion es la diferencial. Como la expresion adelantada es valida
para cualquier L;, se puede considerar la longitud inicial del filamento como variable:

L, y la diferencial como funciéon de dos variables: dE(L,dL), lineal respecto al dL.

La primera estimacion que se puede realizar es calcular directamente el cE creado

por todo el hilo, es decir, cuando L=0 y d_.=L, en cuyo caso: dE (O,L) =K xe—le‘ Esta
D

expresion constituye una estimacion del campo creado por todo el filamento, pues ya
sabemos que E es nulo cuando L=0; dicha estimacién se ha obtenido suponiendo que
toda la carga del hilo (é- L) se encuentra concentrada en su extremo mas cercano al
punto P, por lo que el valor estimado sobrepasa al valor real. Después de hacer esta
primera estimacion, cabe preguntarse: ¢puede mejorarse esta estimacion? ;se puede
llegar, mediante esta mejora, a obtener una respuesta para el valor buscado de E, sin

error ninguno?

La relacion entre AE y dE, para cualquier Ly AL, es la siguiente: AE = dE + §,

siendo ese error (&) negativo, ya que se ha realizado una estimacion mr exceso al



considerar que toda la carga del trozo adicional de hilo se coloca en la posicién mas

cercana al punto P. El valor absoluto de ese error es creciente con el valor de AL.

Teniendo en cuenta que el error cometido se acerca mas a cero cuanto menor es
AL, un procedimiento de mejora de la estimacion del E creado por todo el filamento

sera dividirlo en N trozos y sumar la estimacién del campo creado por cada trozo en P

(ver fig. An3.V).



Y

La estimacion del campo creado por cada trozo sera:

_ é><ALi _ é><dLi
R CPTN L CP

Sea cual sea el tamafio (AL) de ese trozo, es decir, sea cual sea el nimero N de

subdivisiones, esa estimacion nunca coincidira con el AE; correspondiente, existiendo

un cierto error (8<0): AE; = dE; + &

La suma de las N estimaciones (OdE;) se acerca al AE total:

AE = ﬁ AE, = g‘ dE; + g_ & = g‘ dE; + (error total)

i=1 i=1 i=1

Ese error total es decreciente respecto al nimero de subdivisiones (N), pero
nunca podra ser cero. Se puede construir una serie de errores totales obtenidos para

distintos valores de N, y estudiar su convergencia cuando N tiende a infinito o, lo que

) Teniendo en cuenta que en

. o 1
es lo mismo, cuando cada AL; tiende a cero (N = cte><AL1

este caso los errores son negativos, y llamando & al mas alejado de cero de los & (es

decir: |§ |3, Vi), entonces:
, , 5 - €au

0 ®* Ilim [error total] 3 lim [N xa] = ctexlim é__i(,

N® ¥ N® ¥ AL® 0 eAL| G

Para que ese limite sea cero, no basta que cada § tienda a cero, sino que lo haga

el cociente: &AL; , y con mas razon: &/AL;, Vi Es decir, no basta que dE y AE



coincidan cuando AL tienda a cero (y toman el valor nulo, evidentemente), sino que es

. I . AE- dE
preciso exigir: lim ——— =0

AL® 0 AL
Esta condicién es equivalente a exigir que el cociente diferencial: cE/dL coincida
con la derivada: E'. En este caso, el limite cuando N tiende a infinito de la suma de
estimaciones (OdE;) sera d valor buscado (AE), sin error alguno. Usando la notacion

integral:

N ..
lim & dE, = -——C_dL = AE =E(L) - E(0)

WA TRy

si, y sélo si, se cumple: E¢= Z—E =Ko

D+Lf

Al avanzar a titulo de hipo6tesis la expresion diferencial de partida

8 X o . .. .
(dE =K xe—dL), no soélo estabamos escribiendo una estimacion lineal respecto al

D +Lf

AL, sino que ademas estabamos suponiendo que cumplia la condicion que acabamos
de exigir. La validez de esa hipotesis dependera de la validez del resultado global (AE)

que obtengamos.

— é .
La antiderivada de E' es: E =-K ) + C Teniendo en cuenta que E(0)=0, y por

tanto C=K- é&/D, el resultado de la integral sera:

é-L

Los argumentos utilizados para adelantar la expresion diferencial proporcionan
ciertas garantias de que ese resultado coincide con el real; no obstante, no es el uso
del Calculo diferencial -con su apariencia de rigor- el que asegura esa coincidencia,
sino la coherencia del resultado con el marco tedrico y con los datos experimentales.
En dltima instancia, la contrastacion de la validez del resultado final sera quien

validara la hipotesis diferencial de partida.



Aunque el Calculo diferencial de una variable se ha utilizado para obtener el
comportamiento: E(L), la solidez de los argumentos utilizados para escribir la
expresion diferencial se refiere no s6lo al comportamiento cE=f(L,dL) sino también al
resto de los coeficientes considerados constantes (&;, D;, K;). Cabe esperar entonces
que el resultado final sea valido, no s6lo como funcién de una variable, sino también si

se interpreta como una funcién de cuatro variables: &, L, D, K



P2: Una espira rectangular se encuentra en el mismo plano que un hilo
rectilineo muy largo, de forma que el hilo se encuentra cercano y
paralelo a uno de los lados de la espira. Calcula el flujo magnético que
atraviesa la espira cuando por el hilo circula una cierta intensidad de

corriente eléctrica.

En la Figura An3.VI se representa mediante un dibujo la situacién que se describe

en el enunciado del problema, fijando algunos de los parametros geomeétricos.

A

De acuerdo con el sentido de la corriente elegido, el hilo rectilineo crea un campo
magnético en la superficie de la espira, cuya intensidad es perpendicular al plano del

papel y de sentido entrante. El médulo de la intensidad de ese campo en un punto

. . I . - e
viene dado por la ley de Biot: B :E’ siendo p la permeabilidad magnética del
medio y r la distancia entre el punto y el hilo.
El flujo (O) es una medida de la cantidad de campo magnético que atraviesa esa

superficie, y cuando el campo es uniforme y perpendicular a la superficie se calcula

mediante la siguiente expresion: O=B- A, siendo A el area de la superficie en cuestion.



En el caso planteado en el problema B no es el mismo en todos los puntos de la
superficie, y por tanto O no es lineal respecto a A. En efecto, el doble de area no se

traduce en el doble de O, aunque s i llegue a cumplirse esa relacion en el caso

particular en que el aumento de area se produzca aumentando Unicamente el lado b.

Teniendo en cuenta que la geometria del problema impone un distinto
comportamiento segun el cambio de area que se produzca, y conociendo ademas la
ley de Biot antes citada, podemos afirmar que O depende de las siguientes variables
independientes: O=f(u, I, b, a, D). Para tratar el problema como si fuese de una sola
variable, debemos seleccionar una de ellas y considerar a las demas como si fuesen

constantes. Se nos presentan asi cinco posibles opciones:

i) O=f(u) Se trata de buscar la expresiéon que relaciona el flujo con la
permeabilidad magnética del medio; conociendo la condicibn de contorno:

0(0)=0, se trata entonces de averiguar cuanto cambia el flujo cuando se

produce un cambio de permeabilidad desde Py hasta po+Ap.

El punto de partida mas simple serda un comportamiento lineal: AO = g(uo,
lo, bo, ag, Dg)- Au Teniendo en cuenta la influencia de p en la intensidad del
campo, cabe esperar que dicha relacién sea realmente lineal, pero la
dificultad estriba en que no disponemos de argumentos para deducir o

adelantar con seguridad el coeficiente g.

i) O=f(1) Es un problema idéntico al de la variable anterior, pues se trata de
una funciéon lineal en realidad pero no disponemos de argumentos para

obtener la pendiente de esa funcion.

i) O=f(b) Ocurre lo mismo que en las variables anteriores.

iv) O=f(a) Se trata de buscar la expresion que relaciona O con el parametro a
de la espira; conociendo la condicion de contorno: O(0)=0, se trata

entonces de averiguar cuanto cambia el flujo cuando se produce un cambio



de ese parametro desde ag hasta ap+Aa, situacion que se describe en la

Figura An3.VII.



El punto de partida mas simple sera un comportamiento lineal: O = g(uo, lo,
bo, ag, Dg)- Aa, aunque si tenemos en cuenta la influencia de a en el valor de
B, cabe esperar que tal comportamiento no sera real. No obstante, en lugar
de intentar adelantar directamente la funcién O= f(a), seguiremos la
estrategia propia del Calculo diferencial: supondremos un comportamiento
lineal imaginario: dO=g- da, adelantando, a modo de hipotesis, el
parametro g que mejor se ajusta al conocimiento tedrico del que

disponemos y al que obligaremos a cumplir la condicion: O'=g.

O=f(D) Se trata de buscar la expresion que relaciona O con la distancia D
que separa la espira y el hilo. En este caso, la condicidon de contorno es: O(-
a/2)=0, pues se trataria de una situacion simétrica con el mismo flujo
entrante por un lado que saliente por el otro. Debemos averiguar entonces
cuanto cambia el flujo cuando se produce un cambio de distancia desde Dg

hasta Dy+AD, situacion que se describe en la Figura An3.VIII.



El punto de partida mas simple sera un comportamiento lineal: AO = g(uo,
lo, bp, ag, Do) AD aunque esperamos que ese comportamiento no sea real
debido a la influencia de D en el valor de B. De nuevo aqui podemos seguir
la estrategia propia del Calculo diferencial: suponer un comportamiento
lineal imaginario: dO=g- dD, y adelantar a modo de hipé6tesis el parametro
g que mejor se ajusta al conocimiento teérico del que disponemos y al que

obligaremos a cumplir: O'=g.

Aplicando la técnica propia del Calculo diferencial, la hip6tesis diferencial conducira
a un hipotético resultado real. Conviene asi utilizar la variable en cuya expresion

diferencial podamos depositar mayor confianza.

En concreto, la expresion: dO = g(uo, lo, bo, ag, Dg)- da, representa lo que
cambiaria el flujo a través de la espira debido a un cambio Unicamente del valor del

lado a desde ag hasta ag + da, en el caso imaginario en que ese cambio fuese lineal.

- . . . i L,
Podemos utilizar dos ideas ya conocidas: la ley de Biot (B :E) y la expresion del

flujo magnético cuando el campo magnético es uniforme (O=B- A), para adelantar la

siguiente expresion lineal y considerarla, a modo de hipdtesis, como la diferencial:



1 xly

do = xb, xda
208 ><ia0 + D05

Esta expresion refleja lo que ocurriria si el campo magnético mantuviese su valor
inicial al aumentar el valor de a, y la hemos escrito sin fijar ninguna condicién para el
valor de da ni para el valor de ag. Podemos considerar entonces el valor inicial del lado
(ap) como variable (a), y escribir la diferencial como una funcién de dos variables,
lineal respecto a da. Si eliminamos los subindices de las restantes magnitudes que

permanecen constantes durante ese proceso imaginario:

il

do (a, da) = 757 D) xb xda

Esta hipétesis nos permite realizar una primera estimacion para el flujo que

atraviesa toda la espira, si suponemos cero la longitud inicial (a=0) y que el aumento

del lado coincide con todo el lado de la espira @a=a), resultando: O » IZLj—b; Se

trata de una estimacidon por exceso, pues no hemos tenido en cuenta que en realidad

el campo va disminuyendo conforme nos alejamos del hilo conductor.

Para mejorar la estimacién, dividimos el lado completo a en N trozos, y sumamos
el aumento de flujo estimado que genera cada trozo: dO;=A0; +3. Este procedimiento

puede mejorarse aumentando el nimero de divisiones, disminuyendo asi el error total

R o o .. . , . .
cometido @ & Minimizamos el error total calculando el limite al que tiende ese

resultado cuando N tiende a infinito, es decir, calculando la integral correspondiente:

o .. a 1 xl
AO =0()- O0() = Qz—al(;_—D)bda+ (error total = O)

, Si:
N® ¥

N
’ - ~ ', O o
Al calcular ese Ilimite se anulara el error total g?lmaai
i=1

QI-1-0:

fimN& =0,



Como &=d0;-AO;, y ademas N y Aa; son inversamente proporcionales, esa
do, - AO,

=0, "i, esdecir: do/da= 0O, vVa
Ag

condicién es equivalente a: lim
Aaj®0

Esta es la razon por la que, en nuestra hipétesis de partida, hemos impuesto esta

do il

condicion: O¢t=— = b
da 20 (a+ Dj

. e . ilb
Aplicando reglas de antiderivaciéon, obtenemos: O (a) = Ln (a + D) +C
L . . i 1bLnD .
La condicion de contorno: O(0)=0 determina: C = %5 y el resultado final
sera:
ilb a+D

AO:O(a):?Ln 5

Aungue la hipotesis contenida en la expresion diferencial de partida no puede
contrastarse directamente, ya que se trata de un comportamiento imaginario, el
resultado obtenido a partir de ella -e igualmente hipotético- si es directamente
contrastable, ya sea por su coherencia con el marco tedérico o por los resultados
experimentales. La validez del resultado informard asi de la validez de la hipotesis

diferencial.
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Anexo 5

FRAGMENTOS LITERALES QUE ILUSTRAN LOS
RESULTADOS OBTENIDOS EN EL ANALISIS DE

LIBROS DE TEXTO

5.1. Fragmentos sobre la justificacion del uso de la diferencial

CUADRO AnN5.1. ElI mejor ejemplo encontrado de justificacion del uso de la

diferencial, en las primeras ocasiones en que la usa con sentido en si misma

(CoUL)

Concepto de flujo del vector E a través de una superficie

(...) Consideremos en primer lugar el caso sencillo de un campo eléctrico

uniforme...

(...) El caso mas general de la expresion del flujo corresponde a una situacion en
la cual la superficie no es plana y/o el campo no es homogéneo; entonces es preciso

dividir la superficie considerada en porciones ds lo suficientemente pequefias
(infinitesimales) como para poder considerar sobre ellas E constante y dS plana. De

acuerdo con 8.17 [O =ExS=ExS xcosé], el flujo elemental dO a través de esa

superficie infinitesimal dS vendra dado por: dO= E xdS (.)




CUADRO AnNS5.I11. Ejemplo habitual de ausencia de justificacion del uso de la

diferencial con sentido en si misma (COU, el mismo libro que el ejemplo anterior)

Fuerza sobre un elemento de corriente

Un conductor que se encuentra en el interior de un campo magnético B esta
recorrido por una corriente de intensidad i=dg/dt, esto es, la carga dq atraviesa su
seccion recta en el intervalo de tiempo dt. En el transcurso de este tiempo, la carga
recorre una longitud dl=v- dt, donde v es la velocidad con que se desplazan las cargas

por el conductor.

La fuerza que el campo magnético ejerce sobre la carga dqg, segun se estableci6
en la ecuacion 12.2 [expresidon de la fuerza de Lorentz sobre una carga puntual],
vale: dF=dq- v- B- sena (...) que es la fuerza que soporta un elemento de corriente en

un campo magneético.

5.2. Fragmentos que identifican cada uno de los tipos de comentario
establecidos sobre la justificacion de la diferencial en tres todpicos

comunes en todos los textos

CUADRO AnNS5.111. Ejemplo de uso de la diferencial con el comentario con
significado, aunque errdéneo: 'La existencia de una situacibn no uniforme

obliga a tomar cantidades infinitesimales..."” (COU)

Energia de un condensador cargado. Energia de un campo eléctrico.

(...) Consideremos que damos al condensador una carga infinitesimal dq, que, al

ser muy pequefia, no hace variar sensiblemente el potencial mientras se esta




introduciendo. Asi, pues, el trabajo que se realiza al introducir dq y que queda
almacenado en forma de energia sera: dT=V- dg , donde V es la diferencia de

potencial entre las armaduras. (...)

CUADRO AnN5.1V. Ejemplo de uso de la diferencial con el comentario sin
significado: "Existe una situaciobn no uniforme, sin mMas comentarios

explicativos" (COU)

Trabajo de una fuerza

Se define el trabajo realizado por una fuerza que se desplaza como el producto
escalar del vector fuerza por el vector desplazamiento. La expresiéon matematica que
nos lo expresa puede hallarse con caracter general suponiendo que la fuerza es
variable y que el desplazamiento de su punto de aplicacion no es rectilineo.
Habremos de tomar un desplazamiento infinitamente pequefio y hallar en primer

lugar el trabajo elemental correspondiente...

(...) Segun la definicion dada al principio, el trabajo elemental del que hablamos

sera: dW = Fxdf = Fxdr xcos & (..)

CUADRO AnNn5.V. Ejemplo de uso de la diferencial con el comentario sin
significado: "Simplemente, valores infinitesimales o muy pequefos de las

magnitudes’ (1° Univ.)

Energia del campo electrostatico y tensién

(...) Podemos calcular esta energia evaluando el trabajo requerido para cargar el




condensador. Imaginemos que tomamos una pequefia carga +dq de uno de los
conductores y la depositamos en el otro. Repetimos este proceso hasta que el

condensador se carga hasta una carga final Q, originando una diferencia de potencial

V entre los conductores.

Supongamos que en cierta etapa de este proceso de carga, se ha depositado ya
una carga + q sobre una de las armaduras, quedando la otra con una carga - q, de
modo que existe una diferencia de potencial V' entre ambas. En esta etapa, el trabajo
dW que se necesita para llevar el siguiente incremento de carga dq de un conductor a

otroes: dW = V'dq = dUe .

CUADRO AnNn5.VI. Ejemplo de uso de la diferencial con el comentario sin

significado: "Términos o frases hechas sin significado'" (COU)

Absorcion

(...) Entre las ntensidades | e Iy existe una relacion

que vamos a establecer.

La experiencia® indica que la disminucién de la

intensidad depende del espesor atravesado de tal

manera que puede establecerse la relacién diferencial:
-dl = Aaldx donde dl es la variacion diferencial de
intensidad, con el signo menos que indica disminucién de intensidad frente a
aumentos de x, dx es el elemento diferencial de espesor y 4 es una constante que

depende del medio y de las caracteristicas de la onda (...)




5.3. Fragmentos en Ilos que se identifica diferencial con cantidad

infinitesimal

CUADRO ANn5.VIl. Ejemplos de identificacion "extrema" entre diferencial y

cantidad infinitesimal (1° Univ.)

Trabajo realizado por una fuerza variable

(...) Supodéngase que descomponemos el trayecto curvo (...) en segmentos
sucesivamente mas pequefios As. Cuando As se hace infinitesimalmente pequefio:
lim As = d
A|s®0 s s ¢-)

Aplicaciones de las funciones potenciales

(...) consideremos una funciébn de punto escalar, diferenciable y continua
cualquiera f(x,y,z). El calculo demuestra que -en el caso de variaciones
infinitesimales dx, dy y dz de las coordenadas- podemos expresar la variacion del

valor de f como

f(x +dx,y +dy,z +dz) - f(x,y,z) = df = &dx+—dy+—dz (.)

Como una muestra mas de esta identificacion entre diferenciales y cantidades muy
pequefias, y de los errores a los que conduce, puede citarse la resolucién de un
problema de cinética nuclear que aparece en el Solucionario de un texto de COU de
uso muy frecuente en nuestro pais. Como se sabe, la ley que gobierna la cinética
nuclear tiene forma exponencial (N=Np- e ® ), y se obtiene partiendo, a modo de
hipotesis, de la expresion diferencial: dN=-& N- dt. Pues bien, en dicho libro se escribe
directamente esta Udltima expresion diferencial en términos de incrementos:
AN=-& N- At, confundiendo asi diferencial e incremento; y va mas alla al realizar

calculos numéricos sustituyendo valores concretos que se dan en el enunciado,



concluyendo entonces que para At=4 s se cumple: AN=-1.66 Ny La soluciéon que se

obtiene es, evidentemente, errénea, pues si la forma de N(t) es exponencial, la forma

de AN no puede ser lineal.

5.4. Fragmentos sobre el uso de la derivada como cociente diferencial

CUADRO AN5.VIIlIl. Ejemplo de uso habitual de la derivada como cociente

diferencial (3° BUP)

Se puede relacionar el impulso mecéanico y la cantidad de movimiento a partir de

la nueva expresion de la segunda ley de Newton: Fzz—f Pasando dt al primer

miembro: F- dt = dP vy sustituyendo dP por su expresion: dP = m- dv se tiene (...)

CUADRO AnNS5.IX. Ejemplo de uso habitual de la derivada como cociente

diferencial (COU)

w = O‘iFthS = OAmx?j_\tIXdS = mxi%xdv = mx()iVXdV ..)




5.5. Fragmento sobre la concepcidon de la integral, y su relacién con la

diferencial

CUADRO ANn5.X. Ejemplo de definicion de la integral como sumas de Riemann
y demostracion habitual de que la integral de una diferencial conduce al

incremento (COU)

(...) Recibe el nombre de trabajo elemental realizado por la fuerza F el producto
escalar: dw=F.dr siendo dr el desplazamiento que efectla la particula a lo largo

de su trayectoria en un tiempo muy corto, dt.

(...) Si la particula se desplaza desde un punto A hasta otro B y, como
corresponde al caso mas general, la fuerza es variable, podemos descomponer la
trayectoria finita en pequefios elementos dr;, dr,, drs ..., en los cuales se puede

suponer que la fuerza F no varia. El trabajo finito que realiza la fuerza desde A hasta

B vendra dado por: W =g dw = § F, xdr,

que se expresa en el limite por: W = (‘SF.dr

Para integrar la ecuacién anterior necesitamos conocer la forma en que varia la

fuerza (...)




Anexo 6

CURSO PARA PROFESORES: El uso del concepto de
diferencial y del Calculo diferencial en la ensefianza

de la Fisica

(Un anadlisis critico y una propuesta fundamentada)

El curso, de unas 20 horas de duracion, persigue los siguientes objetivos:

- Reconocer las deficiencias en el uso habitual del Calculo diferencial en la

ensefanza de la Fisica

- Presentar la concepcion de la diferencial de Fréchet y aplicarla en distintos

contextos

- Clarificar la relaciéon entre los conceptos basicos del Calculo diferencial

- Analizar criticamente, a la luz de las nuevas ideas, el uso del calculo en la

ensefianza de la Fisica y disefiar propuestas alternativas

Su contenido se estructura en tres apartados, cada uno de los cuales consta de

varias actividades que realizan los asistentes:

1. Planteamiento del problema. La intencibn de este apartado es

problematizar y dar sentido al resto del curso, haciendo que los asistentes



lleguen a reconocer y explicitar sus propias dudas y dificultades para usar el

Calculo diferencial, y que identifiquen estas deficiencias como efecto, y

ahora causa, de una ensefianza sin comprension.

2. La diferencial de Fréchet. Se presenta la nueva concepcion de la
diferencial como estimacién lineal y, para asegurar que la han comprendido
y aprecian su potencialidad, los asistentes comprueban su utilidad para
justificar y explicar el significado de expresiones diferenciales comunes en la
Fisica. Ademas, los asistentes analizan la forma en que habitualmente se
introducen las expresiones diferenciales y comprueban también la

potencialidad de la nueva propuesta.

3. ¢(Para qué sirve la diferencial?, ;qué comportamiento global se
deduce de ese comportamiento local? Después de realizar calculo
numérico para obtener mejores aproximaciones, se introduce el concepto
de integral de Riemann y se comprueba la facilidad con que el nuevo
concepto de diferencial permite justificar el teorema fundamental. Los
asistentes analizan criticamente la forma en que habitualmente se pasa de
la expresion diferencial al resultado final y comprueban la potencialidad de

la nueva propuesta.

La metodologia para desarrollar el programa coincide con la utilizada con
nuestros alumnos: los asistentes se organizan en pequefios grupos y tratan de
realizar, con la ayuda puntual del profesor, las actividades que aparecen en el
programa-guia de manera secuenciada. Antes de realizar cada actividad, el profesor
aclara en caso de duda lo que se pretende con ella, y después del trabajo en grupo se
hace una puesta en comlUn y se establece una discusién, siendo el profesor el

encargado de hacer las aclaraciones pertinentes, ampliar y sintetizar las conclusiones.

A continuacidén se presenta el programa de actividades, incluyendo comentarios
aclaratorios en cada actividad para explicar su intencién o la informacién adicional que

afade el profesor durante la puesta en comun.



1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Al. Contesta a las cuestiones que te entregan, y anota las dificultades y comentarios
relacionados con el Calculo diferencial que consideres oportunos. Cuando acabes,

discute con tus compafieros las anotaciones realizadas.

Comentario Al:

Se pretende reconocer la existencia de un problema mediante la toma de conciencia de los
asistentes de sus propias dudas y las de sus compafieros. Durante la puesta en comin aparecen
interrogantes relacionados con el significado de las expresiones diferenciales, su valor numérico,
la relacion entre derivada y diferencial... Para salir al paso de una posible reaccion inmediata ante
el problema: prescindir de las mateméticas, se propone la siguiente actividad.

A2. Discute con tus compaferos el grado de acuerdo con la siguiente afirmacion:

Con frecuencia, el uso de las matematicas en las clases de fisica enmascara el
significado fisico de las ideas que se utilizan, y ademéas generan rechazo entre
muchos alumnos. En particular, la complejidad del Calculo diferencial, lo convierte

en la préactica en un mero instrumento que se usa de forma rutinaria.

Por todo ello, una propuesta de aprendizaje significativo de la fisica en niveles no
universitarios deberia prescindir del uso de las matematicas, o al menos reducir ese

uso a casos muy sencillos y excepcionales.

Comentario A2:

Los asistentes coinciden en rechazar el abandono de las matematicas. Se les hacer ver que esa
opinién es compartida por la mayoria de los profesores encuestados, y se les enumeran los topicos
de Fisica en Bachillerato que requieren el uso del Calculo diferencial. Para que comprendan mejor
la magnitud del problema, se les presenta el resto de opiniones de profesores y estudiantes: su
percepcion es que el Céculo diferencial se usa de forma algoritmica y sin expectativas de
comprension en las clases de Fisica, provocando actitudes negativas: rechazo, inseguridad...



A3. ElI Calculo diferencial deberia ser una ayuda para facilitar y potenciar la
comprension fisica. Sin embargo, existe una opinibn ampliamente compartida que
considera al Calculo diferencial como una dificultad afiadida para la comprensién fisica

¢A qué crees que es debido?

Comentario A3:

Se citan causas comunes a otras deficiencias méas generales de la ensefianza de la Fisica en
Bachillerato: la amplitud de los programas, €l caracter puntual y algoritmico de las pruebas de
acceso y de la ensefianza universitaria que van a recibir sus alumnos, |a falta de coordinacion con
otras asignaturas... Pero se cita como causa principal la falta de conocimientos de los profesores 'y
la forma superficial y agoritmica con la que han sido ensefiados, identificando el célculo con el
dominio dereglas.

Se presentan los resultados obtenidos —ilustrados con ejemplos concretos- sobre la falta de
justificacién y significado de la diferencial cuando profesores y estudiantes resuelven problemas
de fisica. Se presentan también los resultados de Nagy et al. (1991) que muestran este uso
algoritmico también en las clases de matematicas.

A modo de resumen, sin aportar datos concretos en este momento, se resumen las principales
carencias: ni se ensefia ni se sabe cuando y por qué se usa la diferencial, cuél es el significado
especifico de términos y expresiones diferenciales, si es legitimo considerar a la derivada como
cociente diferencial, por qué las sumas infinitas se calculan mediante reglas inversas a las del
célculo de derivadas...

A4. Elabora un indice de las cuestiones que serd necesario estudiar para superar la

situaciéon planteada.

Comentario A4:

Después de las actividades realizadas, |os asistentes formulan una serie de interrogantes que sera
necesario aclarar: ¢qué es la diferencial?, ¢cuando se usa?, ¢qué relacion guarda con la derivaday
laintegral? A todos ellos, se afiade: ¢es posible utilizar con verdadera rentabilidad didéctica un
tratamiento alternativo?

A lo largo de la historia del Célculo, desde su creacion definitiva en el siglo XVII, el
papel asignado a la diferencial y su propio significado han sido objeto de controversia
y evolucién. Es conveniente detenernos en analizar dos momentos clave en el
desarrollo histérico del Calculo diferencial, para poder identificar con mayor claridad
las concepciones hoy dominantes en la ensefianza de la Fisica. Conscientes de la
simplificaciéon que ello supone, resumiremos dos concepciones distintas: la diferencial

de Leibniz y la diferencial de Cauchy.



Comentario:

Se hace una breve descripcion de la concepcion de Leibniz y la de Cauchy, con sus ventajas e
inconvenientes, resaltando las coincidencias con las respuestas y actitudes de los profesores. Se
advierte que cada individuo recurre a una u otra concepcion en funcion del contexto. Después de
esa descripcién, se adelanta la intencién de presentar una nueva concepcion de la diferencial que
recupere la idea de aproximacion, el estrecho contacto con los problemas fisicos, y el status
principal que Leibniz le asignaba y, sin embargo, conserve la falta de ambigliedad y el rigor que
Cauchy pretendiaimponer.

2. LA DIFERENCIAL DE FRECHET

Las actividades realizadas hasta aqui nos han permitido reconocer la concepcién
habitual de la diferencial que -semejante a la concepcion original de Leibniz- identifica
la diferencial con las cantidades muy pequefias. A veces se manifiesta también una
concepcién de la diferencial -semejante a la de Cauchy- segun la cual la diferencial es

un simple instrumento formal desprovisto de significado especifico.

Hemos adelantado también como esta concepcién dominante conduce a una falta
de justificacion del uso del Calculo diferencial y a un uso mecanico del mismo,

aprendido por repeticion, sin un significado preciso de las expresiones utilizadas.

Estamos en condiciones entonces de admitir la posibilidad -si no la necesidad- de
buscar una nueva concepcién que supere estas deficiencias y dote de un significado
claro y preciso a la diferencial conforme al importante papel que juega en la Fisica. El
profesor presentara esta nueva concepcion y sugerira la realizaciéon de cada actividad

en el momento oportuno.

Comentario:

Se introduce la diferencial de Fréchet de acuerdo con €l siguiente esquema: reconocer el problema
fisico general que se trata de resolver (¢cuanto cambia la magnitud f cuando se produce un cambio
de la magnitud x?); argumentos claros por los que df no es Af por muy pequefio que sea A X,
tampoco es el limite al que tiende Af cuando Ax tiende a cero; reflexion sobre e motivo por el que
se exige siempre que sea tan pequefia: idea de estimacion; concepcion de la diferencial como
estimacion lineal respecto al Ax. No se llega alin a plantear la existencia de muchas estimaciones
lineales posibles...

Comentario A5-AS:

En las cuatro siguientes actividades se utiliza la diferencial de Fréchet para interpretar y justificar
expresiones diferenciales conocidas. Se presentan a mismo tiempo algunos resultados que
muestran la incapacidad de profesores, estudiantes y libros de texto para justificar y explicar esas



mismas expresiones. Se aplaza para més tarde la discusion sobre la utilidad de realizar
estimaciones.

En cuanto al célculo numérico, se destaca el valor macroscopico como medio de apreciar mejor en
qué consiste la estimacion, y se relativiza el término “muy pequefio” (por ejemplo: 96 m/s = 0.096
km/s = 10 afios-luz/s). Se destaca también |a necesidad de precisar: “la diferencial a partir de...
para unintervalode...”, pueses masfacil asi reconocer después el caracter funcional.

A5. Si v es la velocidad de un cuerpo, ;qué diferencia existe entre Av y dv? Si la
aceleracion en el instante t=3 s es de 8m/s?, ;cual de las dos expresiones: Av=a- At -
-- dv=a- dt utilizarias para estudiar la variacion de velocidad, a partir de ese instante,
durante un intervalo de tiempo? Calcula dv, a partir de t=3 s para un intervalo de 12

s, y explica el significado fisico del resultado que obtengas.

A6. Cuando se estudia la presion hidrostatica en el interior de un fluido, a veces se
usa la siguiente expresion: dP=A- g- dh Explica en qué casos sera necesario usarla, y
cudl seréd su significado. Realiza algun célculo numérico de dP sabiendo que en un
punto a 300 m de profundidad la densidad del fluido es de 1.14 kg/m® y el valor de g

es de 9.6 N/kg

A7. La diferencial de la masa, a partir de h=14 m para un intervalo de altura de 20 m,
es de 60 g. Explica el significado fisico de ese dato, e interpreta el significado fisico del

cociente: diferencial de masa entre el intervalo de altura.

Comentario A7:

Después de haber interpretado el significado de distintos valores numéricos de la diferencial, el
cociente diferencial se interpreta: 1o que cambiaria la masa por cada metro de altura, a partir de
h=14 m, si el aumento fuese uniforme. Puede repetirse esta operacion para las expresiones de las
dos actividades anteriores. No se trata de identificar alin ese cociente con la derivada, sinode darle
un significado preciso.

A8. La expresiéon matematica inicial de la ley de las desintegraciones radiactivas es la

siguiente: dN=¢&- N- dt Explica por qué se escribe en forma diferencial, y el significado



fisico de esa expresion. Si, a partir de un instante determinado, para un cierto
intervalo de tiempo, el |AN|] medido experimentalmente ha sido de 1400 nucleos,
¢ccual crees que habria sido el valor del |dN| correspondiente: mayor, menor o igual

que 14007?

Comentario A8:

La discusion sobre el valor numérico y su relacion con AN contribuye a profundizar sobre el
significado de la expresion diferencial, destacando su carécter hipotético frente a la medida
experimental del AN.

A9. Dada una magnitud fisica cualquiera: M, ;de qué variables dependera la funcion
diferencial (dM)?. ;(Qué relacién de orden (mayor, menor o igual) existira entre dM y

AM?

Comentario A9:

Con caracter mas general que en las actividades anteriores, se reconoce el caracter funcional de la
diferencial. La relacion entre diferencial e incremento se aprecia mejor si se toman cambios
“macroscopicos’ de variable, en lugar de cambios “microscépicos’ en los que todo parece
confundirse. Puede hacerse una precision adicional: la necesidad de especificar: “diferencial
respecto a...”, algo que quedaimplicito en lamayoria de las ocasiones.

A10. Cuando se estudia la absorcién de intensidad de una onda plana por un medio
material, = requiere escribir una expresion diferencial que relacione la variacion de
intensidad (1) con la variaciéon de la posicion (x). Sefala aquéllas expresiones que

consideres posibles, y tacha las que consideres imposibles:

di=a I dx di=a I.(dx)? di=a- Inl.dx

dl=2a 1 dx dl=2a dx diI=1- e &

Comentario A10:

Primer requisito: la expresion diferencial debe ser lineal respecto a cambio de variable. Pero
existen muchas expresiones compatibles con este requisito, cuyo significado es distinto, aunque si
se toman val ores microscopicosno se aprecian tales diferencias. Cada expresion corresponde auna
hipétesis no arbitraria sino apoyada en argumentos fisicos. Es necesario establecer un criterio que
permita seleccionar la expresion diferencial entre las muchas posibles. Dicho criterio estara
guiado, I6gicamente, por lavalidez del comportamiento real a que conduzca.



Debe advertirse que, en casos especiales, cuando el comportamiento uniforme es realmente
posible, la expresion diferencial convertida en incrementos debe ser vélida para esa situacion
uniforme (se revisaran: A5, A6 y A7). En las dos siguientes actividades se volveran a repetir
situaciones de este tipo.

Tenemos ya elementos suficientes para poder realizar un andlisis critico del uso de
expresiones diferenciales en las clases de fisica, y proponer formulaciones
alternativas. En las dos siguientes actividades revisaremos dos fragmentos de libros

de texto sobre distintos tdpicos de fisica.

Al1l. Lee el siguiente fragmento extraido de un libro de texto:

Energia almacenada en un condensador

Sea un condensador descargado cuyas placas se conectan a una bateria. Cuando
esto ocurre, el condensador se carga, esto es, aparecen en las placas cargas
eléctricas de signos contrarios, y como consecuencia surge entre dichas placas una
diferencia de potencial, V. La energia necesaria para que aparezca una carga dq

entre las placas sera: dE=V- dq

Realiza una critica de ese texto, y formula una alternativa para llegar a la

expresion diferencial.

Comentario A11:

Se reconoce la ausencia de justificacién y significado de la expresion diferencial; implicitamente,
se identifica diferencial e incremento. Esta critica no es particular del texto elegido: se presentan
resultados del analisis de este tépico en distintos textos.

En la formulacion alternativa, se formula con mayor precision la pregunta: ¢cuanto AE para un
AQ?, y se resaltan algunas caracteristicas: i) agotar el célculo ordinario y reconocer la causa que
obliga a abandonarlo, ii) explicar el significado de la expresién, recurriendo a valores numeéricos si
es necesario iii) cuando se comprende o que se hace, €l lenguaje matemético ayuda y acompafia
al andlisis fisico. Se llama la atencion sobre el siguiente hecho: en este caso, la expresién
diferencial no es unahipotesis.



Al2. Lee el siguiente fragmento extraido de un libro de texto:

Absorcién de la onda por el medio

(...) Experimentalmente se comprueba que, para una onda plana, al atravesar un

medio de espesor dx, se produce una variacion dl en su intensidad.

Esa variacion es directamente proporcional a la intensidad de la onda y a la

distancia, dependiendo de las caracteristicas del medio; dichas caracteristicas se

engloban en una constante &, denominada coeficiente de absorcién del medio.

Matematicamente, podemos escribir: dl=-1- &- dx donde el signo negativo representa

que la intensidad disminuye a medida que aumenta el espesor a atravesar.

Realiza una critica de ese texto, y formula una alternativa para llegar a la

expresion diferencial.

Comentario A12:

La misma critica que en €l texto anterior, y las mismas caracteristicas para la propuesta alternativa.
En este caso, la pregunta precisa es. si en x laintensidad es |, ¢cud es el Al para un Ax?La
expresion diferencial no se obtiene en esta ocasién a partir del caso particular de comportamiento
uniforme, sino que es una hipétesis basada en el andlisis fisico del fenémeno; recordar entonces
gue sera preciso establecer un criterio para seleccionar la estimacion lineal, entre las muchas
hip6tesis posibles, que corresponde aladiferencial.

Al13. En un horno previamente encendido se ha introducido una pieza hasta que
alcanza una temperatura bastante alta; en ese instante se saca la pieza del horno.
Cuando la pieza lleve un intervalo At fuera del horno, ¢en cuanto habra cambiado la

temperatura (AT) de la pieza?

Comentario A13:

El trabajo se corta cuando llegan a escribir la expresion diferencial, cuestionando |as rutinas que
suelen darse a partir de ahi. Cada grupo habra escrito una expresién diferencial segln el andlisis
fisico realizado, valida siempre que sea lineal respecto al At. En la discusion para establecer cudl
es las expresién correcta se destacan dos ideas: €l lenguaje y discusion matematica se apoya
siempre en el andlisis fsico, la expresiéon diferencial sera siempre una hipétesis cuya validez
vendra determinada por lavalidez del resultado global a que conduzca.



Al4.

Inicia el planteamiento del siguiente problema, tal como lo resolverias con

"novatos" en el uso del Calculo diferencial, hasta llegar a la expresion diferencial

correspondiente:

Un filamento muy delgado y recto se encuentra cargado uniformemente
con una densidad lineal de carga: é. Calcula la intensidad y el potencial del
campo eléctrico en un punto situado sobre el mismo eje del filamento, a

una distancia D de un extremo del mismo.

Comentario Al4:

Como en la actividad anterior, €l trabajo se corta cuando se llega a escribir una expresion
diferencial. Al no aparecer en el enunciado la variable independiente, la primera discusion se
establece en torno a cud es la variable que se debe seleccionar. Se identifican las variables
posibles y €l significado de la expresion diferencial en cada caso; aunque cualquier variable puede
conducir al resultado final, se elige aquella cuya expresién diferencial tenga un apoyo mas solido;
en este caso: AE frente a Ax. Unavez seleccionada lavariable, existen distintas expresiones seguin
el sistema de referencia elegido, pero ahora no se trata de una hipétesis pues es conocida la
expresion del campo creado por un cuerpo puntual, que es la situacion a la que se refiere la
expresion diferencial. Al final, se hace ver que la expresion diferencial no es nada evidente, algo
que suele darse por supuesto en la ensefianza habitual, sino que es una tentativa que expresa una
buena cargade andlisisy discusion de contenido fisico.

Es el momento de establecer un criterio que nos permita decidir, entre todas las

estimaciones lineales posibles, cual es la funcidon diferencial. Este criterio es el que la

convierte en la estimacion lineal tangente.

Comentario:

Se presenta ahora la definicion completa de Fréchet, en la que se fija la condicién que debe
cumplir la diferencial: que su diferencia con €l incremento sea un infinitamente pequefio respecto
a cambio de variable, insistiendo en que esto no significa que la diferencial sea un infinitamente
pequefio. Se revisa en qué consiste esta condicion cuando se aplica a distintas expresiones
diferencial es usadas antes.

Es fécil que los asistentes reconozcan esa condicién con la identificacion de la derivada con el
cociente diferencial, y si no es asi se explica brevemente; se comenta entonces la posible
definicion de derivada a partir de la diferencial: la funcién derivada f'(x) es € caso particular de
la funcién diferencial df(x,dx) en que dx=1. Los asistentes, animados a cuestionar lo que les
parecia evidente, se animan ahora a preguntar por qué precisamente se establece esa condicion;
ademés de valorar ese caracter critico que ahora adoptan, la justificacion debe quedar como un
problema pendiente paralaterceraparte del curso.



A1l5. Si la velocidad puede expresarse como un cociente de diferenciales, ¢cudl crees

que es el significado del siguiente dato obtenido para el movimiento de un cuerpo: "la

velocidad instantanea en t=3 es de 8 m/s"?

Comentario A15:

Se trata de utilizar la concepcion de la diferencial de Fréchet, y la identificacion entre derivada y
cociente diferencial, para definir con precisién magnitudes fisicas como la velocidad instantanea.
Diferenciar entre definicién y forma de calculo, algo que se confunde en la ensefianza habitual.
Resaltar que lavelocidad no es ninguna velocidad media, sino que es un concepto diferente.

Por tanto, la diferencial -con la nueva concepcién- es mucho mas que un simple
instrumento formal definido mediante la formula de Cauchy (df=f- dx), y mucho mas
qgue una magnitud de significado fisico ambiguo al estilo de la diferencial de Leibniz.
Se convierte en un instrumento que encierra una idea fisica fundamental: la necesidad
de adelantar expresiones -a modo de hipétesis- que simplifiquen comportamientos
inicialmente complejos. Dicha hipétesis estara fundamentada la mayoria de las veces
en un andlisis fisico de cada situacion -de acuerdo con un marco teérico-, y en ultimo
término su validez vendrad confirmada por la veracidad de los resultados que se

obtengan a partir de esa hipétesis.

Pero, ¢qué resultados? Si la diferencial no es mas que una estimacion lineal, una
situacion idealizada, ¢coémo podemos obtener a partir de ella cual sera el
comportamiento global? Es decir, si adelantamos una expresion determinada para dM,

¢cudl es el AM que se deriva de esa estimacion?

3. ¢(PARA QUE SIRVE LA DIFERENCIAL?, (QUE COMPORTAMIENTO GLOBAL

SE DERIVA DE ESE COMPORTAMIENTO LOCAL?

A16. Después de un analisis fisico sobre la dependencia de una magnitud M con otra

magnitud X, se obtiene la siguiente expresién diferencial: dM=(3x?+7)- dx Justifica



con tus propias palabras la necesidad de recurrir a la diferencial, y explica el

significado de esa expresion.

Al17. Calcula dM cuando x cambia desde 2 hasta 5. EI AM que corresponde a ese
intervalo, ;sera mayor, menor o igual que el resultado numérico que has obtenido?

Intenta mejorar mas aln tu estimaciéon del AM correspondiente a ese intervalo.

ComentariosA16y A17:

En la A16 simplemente se trataba de recordar la justificacion y el significado de la diferencial. En
la A17 calculan directamente dVl, y mejoran la aproximacion siempre dividiendo € Ax en tres
subintervalos. Algunos pasan a escribir la integral, pero reconocen gque han aplicado rutinas y no
saben si es valido lo que estan haciendo. En algunos pocos casos —pocos- escriben el cociente
diferencial y lo identifican con la derivada, aplicando a partir de ahi técnicas de antiderivacion.
Aunque este procedimiento es correcto, y se sugiere que puede ser adecuado para 3° BUP o 1°
Bachillerato, se les anima a seguir por €l procedimiento de mejora de la estimacion haciendo
célculo numérico.

Después de obtener distintos valores numéricos, se reconoce la existencia de un método de
aproximacion que puede mejorarse aplicando siempre el mismo esquema; aungue cada vez es
mayor el nimero de sumandos el valor de cada sumando es mas pequefio, consiguiendo asi
disminuir € error. Se formula entonces la pregunta clave: ¢es posible llegar mediante este
procedimiento al AM exacto, es decir, anular € error? Es evidente que |a respuesta es negativa,
pero la introduccion del concepto de limite permitira construir un concepto diferente a la de
cualquiera de las aproximaciones y llegar a resultado exacto. En la siguiente actividad se discute
otravez esta cuestion pero aplicada a un caso concreto.

A18. Suponiendo conocida la velocidad de un cuerpo en cada instante: v(t), indica
mediante el método de estimaciones sucesivas coOmo podriamos calcular cuanto se ha

desplazado (Ax) durante un At. ;Podremos, mediante este método, llegar a conocer el

valor exacto del Ax?

Comentario A18:

Todos los grupos llegan a escribir el método de obtencién de aproximaciones mediante el simbolo
sumatorio; la mejora de la estimacion se reduce a aumentar €l numero de subintervalos en que se
divide el At. De forma automética plantean después el paso a limite y la construccién de la
integral.

En la puesta en comun, se identifica el error cometido en cada sumando (Ax-dx), y se cuestiona
gue €l error total necesariamente tenga que ser cero en el limite cuando N tiende aiinfinito. Una
vez que los asistentes son conscientes de esta cuestion, se muestra cémo la exigencia de que €l
limite del error total sea cero equivale a exigir que la diferencial cumplala condicion de Fréchet.
Queda asi justificado por qué ladiferencial tenia que cumplir precisamente esa condicion impuesta



por Fréchet. La siguiente actividad pretende reforzar 1o que se ha avanzado en hasta aqui, pero en
el caso general y no referido aladistanciay lavelocidad.

b
Al19. Dada la siguiente expresion: QT(X) xdx ¢qué es lo que pretendiamos

calcular?, ¢por qué no lo hemos podido hacer mediante el célculo ordinario?, ¢;cual es
el significado del "integrando"? Explica como puedes resolver esa integral (es decir,

justifica el Teorema Fundamental del Célculo)

Comentario A19:

Usando el concepto de diferencial de Fréchet se repasa la justificacion del uso del Célculo
diferencial, la mejora de estimaciones, € significado de la integral... y se justifica de forma
sencilla el Teorema Fundamental.

Se comentan los resultados obtenidos con libros de texto, profesores y estudiantes sobre larelacién
entre la diferencial y derivada, o sobre € Teorema Fundamental, en contraste con la claridad que
proporciona la propuesta alternativa diferencial, recordando ademas en unas pocas horas se ha
tratado de dar sentido a lo que no se ha conseguido alcanzar durante muchos afios como
estudiantes y profesores.

En las actividades siguientes se trata de utilizar la propuesta alternativa para resolver problemas o
hacer desarrollos que exigen €l uso del Célculo diferencial. Se les pide en este momento que antes
de la siguiente sesidn nos envien por escrito algunos problemas o desarrollos que usan el Calculo
diferencial y que hasta ahorales habia costado entender.

A20. Después de haber obtenido la expresion diferencial correspondiente en la Al4,
haz un desarrollo para "novatos" en el uso del Calculo diferencial que nos permita

averiguar el campo eléctrico creado por el filamento uniformemente cargado.

Comentario A20:

Partiendo de la expresion diferencial que ya se habia discutido, es conveniente que se realicen
estimaciones dividiendo el filamento en varios trozos. Construir después laintegral y relacionar su
resolucién con la condicién de Fréchet, es decir, con €l calculo de antiderivadas. Analizar la
validez del resultado como medio de asegurar la expresion diferencial que se habia escrito.

A21. Después de haber obtenido la expresion diferencial correspondiente en la A13,
haz un desarrollo para "novatos" en el uso del Calculo diferencial que nos permita

averiguar la temperatura de la pieza en cualquier instante.

Comentario A21:



Se repite el mismo esquema que en la actividad anterior. En este caso, € célculo delaantiderivada
no es inmediato, y es preciso utilizar técnicas y algoritmos. De nuevo, anaizar la validez del
resultado como medio de validar laexpresion diferencial de partida.

A22. Lee el siguiente fragmento extraido de un libro de texto. Se trata de una de las

primeras ocasiones en que usa el Calculo diferencial:

Expresion general del trabajo

Consideremos un punto material que se mueve a lo largo de una determinada
trayectoria bajo la accion de una fuerza. Definimos el trabajo elemental realizado
por la fuerza F en un desplazamiento infinitesimal dr, como el producto escalar de

la fuerza por el desplazamiento de su punto de aplicacion.
Asi pues: dW =F - dr=F- dr- cosf

Cuando el punto se mueve desde r; hasta r, el trabajo se obtiene integrando a lo

\r2

largo de la trayectoria: W = 0 F xdr
1

Realiza una critica de ese texto, y formula una alternativa para llegar a la

expresion final.

Comentario A22:

Se hace una revisién completa: falta de justificacion, de significado, de estimaciones sucesivas, de
construccion de laintegral... Se plantea una formulacion alternativa haciendo uso de la concepcion
de Fréchet que supere las criticas formuladas, y se resumen las caracteristicas que deberia tener
unaformaalternativa de usar el Célculo diferencial en las clases de Fisica.

A23. Calcula el flujo magnético a través de una espira rectangular que se encuentra
cerca de un hilo conductor muy largo por el que pasa una cierta intensidad de

corriente, de forma que el hilo es paralelo a uno de los lados de la espira.

Comentario A23:

Al final del curso, se proponen algunos de los problemas y desarrollos que nos han enviado los
asistentes; esta actividad es un ejemplo de esos envios. Conviene valorar la utilidad y potencia del
aprendizaje realizado, y resaltar en todo momento la discusion fisica que acompafia a la discusion
matemética.
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